Mécanique Chapitre M3

Chapitre 3 : Théoréeme du moment cinétique

1. Moment cinétique d’un point matériel

1.1. Vecteur moment cinétique par rapport a un point

Soit un point M de masse m animé d’un mouvement a la vitesse v ., de quantité de

mouvement p, ., dans un référentiel J . On définit le moment cinétique dans ce référentiel

du point M par rapport a un point O par le produit vectoriel :

L, =OM/\pM/7f :0M/\va/ﬁ

Le moment cinétique dépend de la vitesse et donc du référentiel d’étude. Par définition, on a
L, L(0M,v, ;).

1.2. Moment cinetique scalaire par rapport a un axe

Soit un axe (A)= (0, Z) . On définit le moment cinétique du point M par rapport a I'axe (A)
comme la projection du moment cinétique fé sur (A) :

L,

=L,.u,

Tout comme L, L, dépend du référentiel d’étude.

1.3 Cas patrticulier du mouvement circulaire

Soit un point M animé d’'un mouvement de translation circulaire de rayon R autour d'un
point O. Le référentiel d’étude est défini avec pour origine le centre O et par le triedre de

coordonnées cylindriques (ur, Uy, uz) , le plan (0, u, ue) étant le plan de la trajectoire du point

M considéré.
On a alors :

OM = Ru,
v, =ROu,
Soit
ZzO—MAmvmszZARéfeszzéi
Le signe du moment cinétique permet ainsi de connaitre le sens du mouvement de révolution

du point M autour de O.
En effet,on a:

« mouvement dans le sens trigonométrique : 6 >0 donc L, dansle sens de u,

. mouvement dans le sens horaire : 6 <0 donc L, dans le sens opposé de u,
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Remarque : quelque soit le cas considéré, la trajectoire s’enroule dans le sens direct autour de

Paxe (O,LT,) (régle du tire-bouchon)

2. Moment d’une force

2.1. Moment vectoriel d’une force par rapport a un point

Soit un point M auquel est appliquée une force f. Soit O un point de lespace. On définit le

moment de la force f en O par:

T, (7)= 0% 17

Lunité du moment d’une force est donc le N.m .

Par définition, on a JWO(?) L (O—M, ]7) .
On remarque que si la force f est suivant OM alors le moment JWO (?) =0

Le sens physique du moment est d’indiquer comment la force va faire tourner le point M
autour du point O.
On peut également remarquer que le moment est une grandeur additive.

T (7 75)= 001 (7 + ) =091 (709 ()=, (7)1 7)

2.2. Moment scalaire d’une force par rapport a un axe

Soit un axe (A)= (0, Z) . On définit le moment de la force f par rapport i cet axe par :

oMy ()= T (7).t = (091 2 7).

Prenons le cas du calcul en coordonnées cylindro-polaires en choisissant (A)= (O, ut) Ona:

f
O—A/i:();?zfe
z [

et donc

r |10 |—zf, 0
oMoy (F)=(0M A F).u.=|[0A|f, |[0=|zf,—1f.[0=1f,
2 L) (i 1
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On peut alors remarquer que I'on a que o/, (]7) =0:
. silaforce f estparallele A axe (f. = f,=0)
« si M estun point de I'axe (A)

« sila droite d’action de la force (droite passant par M dirigée suivant ) passe par l'axe (A)

c’est-a-dire par le point O (ce qui revienta f, =0)

Etant donné que ni la composante de la force ni celle du vecteur position suivant I'axe (Oz)

ninterviennent dans le calcul, on représente la situation en se restreignant au plan (xOy) (ce

qui revient a considérer ici que f,=0)

\‘ s

On obtient alors :
£, =|| 7 jsin(cx)
o, (?) =rf, = r||?Hsin((x)

On constate que :

. sice ]0 ; 7r[ alors r/VlaA (]7) >0 : f tend a faire bouger le point M dans le sens direct autour
de (A)

. siael|-m;0[ alors oM, (?) <0 : f tend 2 faire bouger le point M dans le sens indirect

autour de (A)

Exercice : Soit un point M de masse m, dont on repere la position par ses coordonnées
cartésiennes (x,y,z). Ce point est soumis au champ de pesanteur terrestre. Calculer le moment

du poids par rapport a lorigine O, puis le moment scalaire par rapport a 'axe vertical (Oz).
Conclure.

Correction : on a
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L —yXmg —yxmg |0
C/VLO(f’):meg ;f/l/ly(oz)(f’):xxmg .10=0
0 0 1

Il est logique de retrouver un moment scalaire nul suivant I'axe vertical puisque le poids est

dirigé suivant —u_.
Le poids ne peut donc induire aucune courbure de la trajectoire du point M autour de I'axe
vertical (Oz).

2.3. Notion de bras de levier

On appelle bras de levier la distance d séparant 'axe (A) de la droite (M , ]7) .

7
/a
o | X

r

Q
®

™
>l

On a alors :
M (F) =] 7 ||
En effet, on a bien :
d=rsin(oc)

On retrouve ainsi que si la droite d’action de f passe par I'axe (A) ousi M e (A) alors d=0

et le moment scalaire est nul.

Exercice : Archimede a dit : « Donnez moi un point d’appui, un levier suffisamment long et je
souleéverai le monde ! ». Pour le prouver, Archimeéde veut soulever a I'aide d’un levier de
longueur L =2 m un rocher assimilé ici a un point de masse M =200 kg .

On admet que le rocher commence a se soulever lorsque les moments par rapport a I'axe (Ox)
du poids du rocher et de la force exercée par Archiméde sont opposés. Sachant que m =70 kg
est la masse d’Archimede, ou ce dernier doit-il placer son point d’appui ?
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Correction : on a

W(w) (P

Le rocher se souleve pour si

=mgd, cos(o) = mg(L—dl )cos((x)

= Mgd, cos(@) et [ oMy (P )

Mgd, cos(a) = mg(L—d,)cos(x)
Soit :
mL ML

d = et d,=
m+M m+M

Le point d’appui doit donc étre confondu avec le barycentre des masses affectées aux
extrémités du levier.

On trouve numériquement :
d=05metd,=15m

3. Théoreme du moment cinétique pour un point matériel

3.1. Enoncé et démonstration

Soit un point M de masse m animé d’un mouvement a la vitesse v, ., de quantité de

_

mouvement p, ., dansun référentiel galiléen A . La dérivée du moment cinétique est égale au

moment de la résultante F' des forces appliquées au point M , c’est-a-dire a la somme des
moments des forces appliquées a M .

dL, 7 (=
Démonstration : on a
dL, d(~— ——\ dOM d
0 —Z(OM/\pM/ﬁ,)——dt /\pM/ﬁ+0M/\ (pM//q)

Or, d’apres la deuxieme loi de Newton, on a

d/—\
g(pM/ﬁ):F
Par ailleurs, on a

o —
dr iR I Pz

Ainsi, on obtient bien :
Lo _ oM AF =, (F)
dt

Lénoncé précédent correspond au théoreme du moment cinétique par rapport a un point O.
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Par projection sur un axe (A), on obtient une autre formulation faisant intervenir le moment

cinétique par rapport a I'axe considéré.

Do i =dly(F)ty = Zoa=lly(F)

3.2. Exemple d’application : le pendule simple

On reprend le cas d’'un pendule simple.

Systeme : point M
Référentiel : terrestre galiléen
B.AAM.E:

- tensiondu fil T =-Tu,

~ poids P=mg=mgu_=mgcos(8)u, —mgsin(8)u,

On commence par calculer les moments des différentes forces. On obtient :
oMo (T) =11, A(=T)u, =0
Mo (IT’) =lu, A (mgcos(@)u_; —mg sin(O)LTe) =—mglsin(0)u,

u, étant le vecteur perpendiculaire au plan de la figure et venant vers nous.

Lextrémité du pendule décrit un mouvement d’arc de cercle, ainsi on a :
v=10u,

Soit :

— - . L -
L,=lu, AnmlOu,=ml*0u_ et ddto =ml*6u,

Lécriture du théoréme du moment cinétique fournit I'’équation :
mlzéb?Z =—-mgl sin(@)uj
Par projection sur 'axe (Oz), on obtient I'équation :
6+ ?sin (0)=0

6




